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基于 IPDG方法的嵌套网格技术
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摘 要：在内罚间断伽辽金（IPDG）方法框架内应用嵌套网格技术求解了二维可压缩 Navier‑Stokes方
程。通过把黏性通量作为辅助变量实现了 Navier‑Stokes方程的降阶，继而用间断有限元方法进行离散得到空

间半离散方程。时间推进采用 Newton‑Krylov隐式方法。利用库埃特流动精确解验证了该方法的精度。在此基

础上，对包括有黏 NACA0012翼型绕流、定常和非定常的圆柱绕流在内的若干典型测试算例开展数值模拟，进一

步验证了该方法的鲁棒性和可靠性。在嵌套网格中应用了 h型网格自适应技术用于提高激波分辨率，对 NA‑
CA0012翼型无黏跨声速绕流开展数值模拟，结果表明：自适应之后的单元数相比无自适应时只增加了 8. 4%，

但是激波分辨率得到了显著提高，激波附近的计算结果也与实验值符合得更好，从而验证了该方法的有效性。
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Chimera grid technology with IPDG method
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Abstract： An internal penalty discontinuous Galerkin（IPDG）method was developed to
solve the 2‑D （two‑dimensional） compressible Navier ‑Stokes equations together with chimera
grid technique. The viscous flux was introduced as an auxiliary variable to reduce the equation or‑
der. The semi ‑ discrete equation was solved with the discontinuous Galerkin method， and time
marching was carried out with the implicit Newton‑Krylov method. The accuracy of above meth‑
ods was validated with the Couette flow in comparison of the exact solution. In addition， several
test cases including viscous NACA0012 airfoil，steady and unsteady flow around a circular cylin‑
der were simulated to verify the robustness and feasibility of the present methods. Eventually，
the h‑grid adaptive technique was also adopted in chimera grid to improve the resolution of shock
wave. The inviscid transonic flow case over NACA0012 airfoil was also simulated. Result
showed that， the number of cells after adaptation only increased by 8. 4% compared with that
without adaptation， but the shock resolution was significantly improved， and the calculated re‑
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sults near the shock were in better agreement with the experimental values， thereby verifying the
effectiveness of the method.

Key words：two‑dimensional compressible Navier‑Stokes equations；chimera grid；
discontinuous Galerkin method； interior penalty method；
h‑grid adaptive technique

嵌套网格技术于 1983年由 Benek等 [1]提出，

自此以后就不断被应用到各个工程领域中。嵌套

网格技术将整个计算域划分为多个拓扑结构，每

个拓扑结构单独生成网格。因此相比于单块网

格，嵌套网格可以降低复杂外形结构网格的生成

的难度 [2]。另外该方法还可以对包含相对运动的

复杂系统划分网格，比如直升机旋翼 [3‑4]。

近些年来，由于高阶精度格式具有较小的数

值耗散和色散，所以在求解多尺度的流动问题，如

湍流、气动声学等问题方面具有明显的优势，越来

越受到关注 [5]。在高精度数值方法框架内应用嵌

套网格技术也成为一种趋势。然而传统的高精度

有限差分和有限体积格式的构造往往需要通过拓

展模板来实现，所以应用在嵌套网格中时会使得

洞边界点增多，紧致性不好 [6]。这个缺点还会增

大网格中出现插值孤立点的可能性并且使得不同

网格块之间的流场信息交换过程变得复杂 [7]。另

外一种高精度计算方法，间断伽辽金（discontinu‑
ous Galerkin，DG）方法因其计算精度高、紧致性

好、具有良好的数学特性等特点备受关注。Reed
和 Hill在求解中子运输方程时首先提出了 DG方

法 [8]，后来 Cockburn等将其应用在双曲守恒系统

的求解中 [9‑11]，更多关于 DG方法的发展历程可以

在文献[12]中找到。

由于 DG方法具有上述计算精度高、紧致性

好的特点，所以将其应用在嵌套网格中时不仅可

以得到分辨率更高的流场还可以简化“挖洞”以及

不同网格块之间流场信息传递的过程。近年来，

已经有学者在 DG方法框架内应用了嵌套网格技

术。Galbraith等在 DG方法框架内应用嵌套网格

技术求解了欧拉方程 [13‑15]和 Navier‑Stokes（N‑S）
方程 [16]。Nastase等在贴体网格中采用有限体积

方法而在背景网格中采用 DG方法 [17]。Brazell等
在 背 景 网 格 中 应 用 了 网 格 自 适 应 技 术 和 DG
方法 [18]。

另一方面，在利用 DG方法求解 N‑S方程时，

不同学者针对黏性项提出了不同的离散方案。例

如，Bassi和 Rebay提出了 BR1（Bassi‑Rebay 1）格

式 [19]，但是这种格式后来被证明是不相容的 [20]。

随后他们改进了 BR1格式，为了提高算法的收敛

性和紧致性提出了 BR2（Bassi‑Rebay 2）格式 [21]。

Cockburn和 Shu提出了另外一种黏性项离散方法

LDG（local discontinuous Galerkin）方法 [22]。BR1、
BR2以及 LDG格式都采用将 N‑S方程中守恒变

量的梯度作为中间变量的方法对方程进行降阶。

Lions在求解带 Dirichlet边界条件的椭圆型方程

时，通过引入罚系数将 Dirichlet边界转换为 Neu‑
mann边界，从而提出了内罚方法（interior penal‑
ty，IP）。随后 Hartmann和 Houston将 IP方法与

DG方法结合用于求解可压缩 N‑S方程，提出了

内罚间断伽辽金方法（IPDG）[23‑24]。与 BR格式相

比，IPDG方法不需要计算和储存提升算子，具有

紧致性更好、易于编程等优点。De Wiart等 [25]将

IPDG方法用于槽道流的大涡模拟（LES）计算，

结果显示该方法具有良好的计算精度。Arnold
等 [20]对 BR1、BR2、LDG、IP等求解耗散项方法的

变量通量和黏性通量取法进行了分析，进而统一

了它们的形式并证明了相容性和收敛性。

但是目前在 IPDG方法框架内应用嵌套网格

技术以及在背景网格和贴体网格中同时应用网格

自适应技术的尝试还比较少。考虑到 IPDG方法

紧致性好、易于编程的特点，本文结合 Newton‑
Krylov隐式方法在嵌套网格中应用 IPDG方法求

解了二维可压缩N‑S方程。通过几个典型的测试

算例验证了方法的可靠性。最后在嵌套网格中应

用了 h型网格自适应技术用于提高激波分辨率，

通过无黏跨声速 NACA0012翼型绕流算例验证

了该方法的有效性。

1 数值方法

1. 1 控制方程

二维可压缩N‑S方程可以写为

∂U
∂t +∇ ⋅F

c(U )-∇ ⋅F v (U,∇U )= 0 （1）

守恒变量 U、无黏通量 F c = (F c
x,F c

y )、黏性通

量 F v = (F v
x,F v

y )的具体形式如下：
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式中 ρ、u、v、E、p、T、κ、τij分别表示密度、x方向的

速度分量、y方向的速度分量、流体单位总能、压

力、温度、导热系数和黏性应力张量分量。

1. 2 IPDG方法的空间离散

假设计算域为 Ω，Ω e为计算域内非重叠单元

的集合，S为计算域边界，S e 为单元 Ω e 的边界，n

表示单元边界的外法线矢量。定义有限元空

间V h为

V q
h ={vh ∈ [L2(Ω ) ] m:vh |Ω e[V m

q ],∀Ω e ∈ Ω }（3）
式中 L2(Ω )代表计算域内勒贝格平方可积的函数

空间，V m
q 表示局部空间单元上的 m维 q阶多项

式。将守恒变量U和测试函数 φ按照局部空间单

元多项式的基函数展开得到

U≈ U h =∑j= 1

q+ 1
u jφ j （4）

φ≈ φ h =∑j= 1

q+ 1φj （5）

其中 uj表示数值解的自由度。将式（1）乘上测试

函数并在每个单元上积分，再进行一次分部积分

得到方程的弱形式

∫
Ω e

∂U h

∂t φ h dΩ+

∫
Se

[F c(U h)- F v (U h,∇U h) ] ⋅ nφ h dS-

∫
Ω e

∇φ h ⋅[F c(U h)- F v (U h,∇U h) ] dΩ= 0 （6）

不同于 BR格式，IP方法将方程中的黏性通

量作为中间变量，令

Θ= F v (U h,∇U h)= G∇U h （7）
其中张量 G为黏性通量 2个方向分量上的 4个分

量对 4个守恒变量的梯度的导数，则可以将式（6）
写为两个方程

∫
Ω e

ΘW h dΩ=∫
Ω e

G∇U hW h dΩ=

∫
Se

Û h ⋅ n (G TW h) dS-∫
Ω e

U h∇ (G TW h) dΩ （8）

∫
Ω e

∂U h

∂t φ h dΩ+

∫
Se

[F c(U h)- F v (U h,∇U h) ] ⋅ nφ h dS-

∫
Ω e

∇φ h ⋅[F c(U h)- Θ ] dΩ= 0 （9）

其中 W h = ∇φ h, Û h 表示边界上的变量通量，在

IPDG方法中定义为 Û h =
1
2 (U

+
h + U -

h )。“-”和

“+”分别表示当前单元边界内部和外部的值。

然后对式（8）进行一次分部积分得到式（10）

∫
Ω e

ΘW h dΩ=∫
Ω e

F v (U h,∇U h)W h dΩ+

∫
Se

(Û h - U -
h ) ⋅ n (G TW h) dS=

∫
Ω e

F v (U h,∇U h)W h dΩ+

∫
Se

1
2 (U

+
h - U -

h ) ⋅ n (G TW h) dS （10）

用 F̂ c和 F̂ v分别表示边界上的无黏通量和黏

性通量。则由式（9）和式（10）可以得到 IPDG方

法的半离散形式

∫
Ω e

∂U h

∂t φ h dΩ+∫
Ω e

(F v - F c) ∇φ h dΩ+

∫
Se

1
2 (U

+
h - U -

h ) ⋅ nG T∇φ h dS+

∫
Se

( F̂ c - F̂ v) ⋅ nφ hdS= 0 （11）

边界对流通量 F̂ c取为 Lax‑Friedrichs通量 [26]，

边界黏性通量 F̂ v取为 [23]

F̂ v ⋅ n= 1
2 (F

v ,-+ F v ,+) ⋅ n-

C IP
q2

h f
F vé
ë
êêêê
1
2 (U

+
h + U -

h ), 12 (U
+
h - U -

h ) nù
û
úúúú ⋅ n

（12）
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式中 C IP表示惩罚因子，q表示多项式的阶数，h f为

当前面的面尺度。

1. 3 人工黏性和网格自适应

当流场中出现强间断时，会出现数值振荡甚

至计算发散。因此在利用 DG方法模拟跨声速和

超声速工况时，需要采用合适的激波捕捉方法来

抑制激波附近的非物理振荡。人工黏性的思想是

在控制方程中添加一个黏性修正项，将数值间断

的传播限制在可解的尺度内。本文采用 Hart‑
mann[27]提出的方法构造人工黏性项 F s = νs∇U h

中的系数 νs
νs = C eh2- β

e | -∇ ⋅F c(U ) | （13）
式中 C e和 β为可变正常数，通常取 1，可根据收敛

性和数值结果进行适当调整，h e 表示单元尺度。

引入人工黏性项后得到最终的离散方程

∫
Ω e

∂U h

∂t φ h dΩ+∫
Ω e

(F s + F v - F c) ∇φ h dΩ+

∫
Se

1
2 (U

+
h - U -

h ) ⋅ nG T∇φ h dS+

∫
Se

( F̂ c - F̂ v) ⋅ nφ h dS= 0 （14）

人工黏性项的离散方法与物理黏性项相同。

和其他人工黏性系数构造方法相比，该方法具有形

式简单、高维高精度容易实现、紧致性好等优点。

另外在激波附近由于流场中物理量梯度较大，在计

算过程中需要自动加密激波附近的网格从而获得

精度更高的数值结果，提高激波捕捉分辨率。本文

采用 h型网格自适应技术。考虑到计算效率，这里

直接以 νs作为误差指示函数。再根据误差指示函

数的分布来自动细化和粗化单元。当一个单元的

νs大于细化阈值 R时则认为该单元需要细化，当 νs
小于粗化阈值C时认为该单元需要粗化。

1. 4 嵌套网格

以图 1所示的二维圆柱为例简要说明嵌套网

格的结构以及重叠边界的定义。图中红色单元和

绿色单元分别表示 Block 1(贴体网格)和 Block 2
（背景网格），这里以 Block 1中与外边界（图中黑

色边界）相邻的一层网格点作为初始洞边界，经逆

映射“挖洞”[28‑29]过程后得到图 1所示的网格，其中

Block 2中的蓝色边界即为“挖洞”之后得到的人

工内边界。组成 Block 2中人工内边界的单元称

为洞边界单元，经“挖洞”过程被剔除掉的 Block 2
中的单元称为洞内单元，被保留下来的 Block 2中
的单元称为洞外单元。在计算过程中，Block 1的

外 边 界 需 要 从 Block 2 中 获 取 流 场 信 息 作 为

Block 1计算域的边界条件进行下一步的计算，同

样 Block 2中的人工内边界需要从 Block 1中获取

流场信息作为 Block 2计算域的边界条件进行下

一步的计算。通过这样的方式实现两个计算域之

间流场信息的交互。本文将这种需要从别的计算

域中获取流场信息作为自身计算域边界条件的边

界称为重叠边界。

计算方程（式（14））中的积分项时常用高斯积

分来近似计算，因此需要得到边界上高斯积分点

处的流场信息，从而得到边界处的对流通量和黏

性通量。如图 2所示，红色单元和绿色单元分别

表 示 Block 1(计 算 域 1)和 Block 2(计 算 域 2)，
Block 1中的蓝色边界代表重叠边界。Ωi,j 和 Ei,j

分别表示 Block 1和 Block 2中的单元，黑色实心

圆代表高斯积分点。为了实现流场信息的交换，

Block 1重叠边界上的每个高斯积分点都需要从

Block 2中获取流场信息。

以图 2中的高斯积分点①为例，由于它的全

局坐标是已知的，则利用二叉树搜索算法 [30]可以

定位出它位于 Block 2中的单元 Ei,j内,则单元 Ei,j

就是为它提供流场信息的贡献单元。然后再利用

Newton迭代法得到高斯积分点①在贡献单元 Ei,j

中的局部坐标 ( ξ,η)。由于贡献单元中数值解的

多项式展开式是已知的，则通过局部坐标 ( ξ,η)进
行插值可以得到高斯积分点①处的流场信息

U +
h =∑j= 1

q+ 1
u jφ j( ξ,η) （15）

当插值高斯积分点刚好落在单元交界面上或

图 1 嵌套网格结构示意图

Fig.1 Sketch of chimera grid structure
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者单元顶点上时，会识别出多个贡献单元。对于

多贡献单元情况，本文采用一种简单的处理方法

即从各个贡献单元中分别插值再取平均值 [14]，更

合理的处理方法将在后续的工作中考虑。值得一

提的是在嵌套网格应用有限体积法以及有限差分

法时，依赖于守恒变量的插值方法在单元交界面

处可能存在插值守恒性问题，上述插值方法同样

存在这个问题，但是随着网格的加密或计算精度

的提高，由于不守恒插值方式造成的误差会趋于

零 [14,31]。并且在人工内边界远离壁面的情况下，

物理场梯度较小，上述守恒性误差可控。另外，如

果某区域有两套以上嵌套网格时会采用层次化处

理方法。具体来说，在某一区域，当一个物体被标

记为洞外单元时，则其他物体会被标记为洞内单

元或者洞边界单元。这样就从算法层面保证了多

个物体网格落在同一区域时，只有一套网格开展

传统意义的嵌套计算。上述方案根据具体的算例

流场特点实施。

2 数值结果

2. 1 库埃特流动

库埃特流动描述的是两块平板之间的黏性流

动，上平板以恒定速度运动，底板静止，其精确

解为 [32]

u= y
H

v= 0

p= 1
γMa2∞

T= T 0 +
y
H (T 1 - T 0)+ Pr ( )γ- 1 Ma2∞

2 ⋅

y
H (1- y

H ) （16）

本文取上平板温度 T 1 = 0.85，下平板温度

T 0 = 0.8，高度 H= 2，长度 L= 2H。上平板马赫

数Ma∞ 取 0.2，雷诺数取 1 000。边界条件取精确

解边界条件，计算由均匀流场作为初始条件推进。

计算使用如图 3所示的 3套逐次加倍的网格，红色

单元和绿色单元分别表示 Block 1和 Block 2，黑
色边界表示 Block 1 的外边界，蓝色边界表示

Block 2的人工内边界，Block 1和 Block 2中单元

的尺度保持一致。

表 1为在不同精度情况下（q=1~3，q表示多

项式阶数）对密度 L 2误差和数值精度，可以看到

各阶格式均达到了设计精度。

2. 2 定常圆柱绕流

为了进一步验证方法的可靠性和收敛性，对

图 2 数值插值方法示意图

Fig.2 Sketch of numerical interpolation method

图 3 库埃特流动问题所用嵌套网格示意图

Fig.3 Sketches of chimera grid system for Couette flow
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表 1 库埃特流数值精度测试

Table 1 Numerical accuracy test of Couette flow

网格

网格 1

网格 2

网格 3

单元数

Block 1

4×4

8×8

16×16

Block 2
(“挖洞”前)

32×16

64×32

128×64

Block 1+Block 2
(“挖洞”后)

524

2 072

8 268

q=1

误差/10-7

33. 0

9. 63

2. 75

精度

1. 78

1. 81

q=2

误差/10-9

13. 7

1. 71

0. 211

精度

3. 00

3. 02

q=3

误差/10-10

34. 3

2. 49

0. 19

精度

3. 78

3. 71

二维定常圆柱绕流进行了数值模拟。其中圆柱体

直径 d= 1，来流条件为马赫数 Ma∞ = 0.2，雷诺

数 Re= 40。圆柱物面采用无滑移绝热边界，远

场边界采用黎曼无反射边界条件。计算所采用

的网格如图 1所示，贴体网格和背景网格分别包

含 5 346 和 5 710 个 单 元 。 下 文 用 IPDG（2）、

IPDG（3）、IPDG（4）分别表示 2阶精度、3阶精度

和 4阶精度的 IPDG方法。图 4和图 5分别为用

IPDG（4）计算得到的流场的压力 p的等值线图和

流线示意图。从图 4可以看出在贴体网格和背景

网格的交界处等值线依然可以保持连续，证明了

不同计算域之间流场信息交互过程的可靠性，另

外从图 5中可以清晰地观察到低雷诺数下出现的

对称脱落涡。图 6为各阶方法的残差随迭代步数

变化的曲线，可以看到各阶方法都可以在较少的

迭代步数内达到收敛。表 2为各阶方法计算所得

的压差阻力系数、摩擦阻力系数、总阻力系数、回

流区长度以及参考值，最终计算结果与参考值 [33]

符合良好。同时随着精度提高，计算结果与参考

值之间的误差不断减小，特别是回流区长度，说明

本方法取得了精度阶加密上的收敛性。

表 2 各阶方法计算所得阻力系数和回流区长度

Table 2 Drag coefficient and recirculation length of
different schemes

数值方法

IPDG（2）

IPDG（3）

IPDG（4）

Ref. [33]

压差阻力

系数

1. 020

1. 021

1. 021

1. 038

摩擦阻力

系数

0. 5207

0. 5270

0. 5273

0. 5304

总阻力

系数

1. 5407

1. 5480

1. 5483

1. 5684

回流区

长度

2. 31

2. 16

2. 11

2. 10图 4 定常圆柱绕流压力等值线图

Fig.4 Pressure contours of steady flow around cylinder

图 5 定常圆柱绕流流线示意图

Fig.5 Sketch of streamlines of steady flow around cylinder

图 6 定常圆柱绕流各阶方法的残差变化

Fig.6 Residual variation of steady flow around cylinder for
different schemes
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2. 3 非定常圆柱绕流

第 3个算例为非定常圆柱绕流，圆柱体的直

径、计算所采用的网格以及边界条件与计算定常

工况时相同。来流条件为马赫数 Ma∞ = 0.2，雷
诺数 Re= 150，在这种工况下圆柱体后方会形成

卡门涡街。图 7和图 8分别为利用 IPDG（4）计算

所得的瞬态马赫数Ma等值线图以及 z方向涡量

ωz分布图。从图 7可以看出在两块网格的交界处

数值解并没有出现跳跃，仍然可以保持连续，证明

了在非定常工况下不同计算域之间流场信息交互

过程的可靠性。从图 8可以看到在圆柱两侧脱落

出旋转方向相反、排列规则的涡结构，尺度大约和

圆柱直径接近，并且随着离开圆柱往下游越来越

远，ωz的绝对值逐渐变小。图 9为利用 IPDG（4）
计算所得到的阻力系数 Cd和升力系数 Cl随时间

变化的周期性曲线，与周期性的涡脱落过程相对

应。表 3给出了利用各阶方法计算得到的时均阻

力系数、Cd和 Cl的峰峰值以及斯特罗哈数，随着

精度的提高计算结果和参考值 [33‑34]符合良好。

2. 4 NACA0012翼型绕流

第 4个算例为亚声速有黏NACA0012翼型绕

流 ，来 流 条 件 为 马 赫 数 Ma∞ = 0.5，雷 诺 数

Re=5 000，攻角 α= 0°，翼型物面采用无滑移绝

热边界条件，远场边界条件采用黎曼无反射边界

条件。图 10为翼型附近局部网格视图，贴体网格

和背景网格分别包含 7 500和 20 670个单元。

图 11和图 12分别为利用 IPDG（4）计算得到

的马赫数等值线图以及翼型后缘流线图。从图

11中可以看到在网格交界处数值解依然可以保

持连续，另外从图 12中可以清晰地看到翼型后缘

尾部脱落出来的对称涡，这跟文献 [33]中的计算

结果吻合地很好。

图 13为各阶方法计算所得的上翼面压力系

图 8 瞬态 z方向涡量分布图

Fig.8 Instantaneous distribution of vorticity in
the z direction

图 7 瞬态马赫数等值线图

Fig.7 Instantaneous Mach number contours

图 9 升阻力系数随时间周期性变化

Fig.9 Periodical variation of drag and lift coefficients
along with time

表 3 各阶方法计算所得时均阻力系数、阻力系数峰峰值、

升力系数峰峰值和斯特罗哈数

Table 3 Time⁃averaged drag coefficient，peak to peak
drag coefficient，peak to peak lift coefficient
and Strouhal number of different schemes

数值

方法

IPDG（2）

IPDG（3）

IPDG（4）

Ref. [33]

Ref. [34]

Cd
时均值

1. 324

1. 349

1. 351

1. 349

1. 34

Cd
峰峰值

0. 050 77

0. 054 16

0. 053 56

0. 052 1

0. 052 28

Cl
峰峰值

1. 075

1. 050

1. 050

1. 049

1. 040 6

斯特

罗哈数

0. 182

0. 184

0. 183

0. 183

0. 183
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数 Cp的分布以及相应的参考值 [19]，x/c表示沿翼型

物面的 x坐标，随着精度的提高计算结果更具有

一致性并且与参考值符合良好。表 4给出了各阶

方法计算得到的阻力系数 Cd以及相应的参考值，

随着精度的提高计算结果与参考值 [19]符合良好。

另外在图 14给出了各阶方法的残差随迭代步数

变化的曲线，可以看到各阶方法都可以在较少的

迭代步数内达到收敛。

2. 5 无黏跨声速NACA0012翼型绕流

最后为了验证在嵌套网格中应用 h型网格自

图 10 翼型附近网格局部视图

Fig.10 Enlarged view of the computational grid
near airfoil

图 11 马赫数等值线图

Fig.11 Mach number contour

图 12 翼型尾部流线图

Fig.12 Streamlines near the trailing edge

图 13 上翼面压力系数分布

Fig.13 Pressure coefficients distribution along airfoil
upper surface

表 4 各阶方法计算所得阻力系数

Table 4 Drag coefficients of different schemes

数值方法

IPDG（2）

IPDG（3）

IPDG（4）

Ref. [19]

阻力系数 Cd

0. 045 36

0. 052 83

0. 054 25

0. 055 11

图 14 翼型绕流各阶方法的残差变化

Fig.14 Residual variation of steady flow around airfoil for
different schemes

1213



第 37 卷航 空 动 力 学 报

适应技术和人工黏性的可行性，利用 3阶DG方法

进行了无黏跨声速 NACA0012翼型绕流的数值

模拟。来流条件为马赫数 Ma∞ = 0.8，攻角 α=
1.25°，翼型物面采用滑移边界条件，远场采用黎

曼无反射边界条件，这种工况下在翼型的上翼面

会出现一道较强的激波。图 15为自适应前后翼

型附近网格的局部视图，为了验证在有激波的情

况下重叠边界的可靠性，取初始洞边界为较靠近

物面的一层网格点，“挖洞”后得到人工内边界（图

中蓝色边界）。无自适应时的初始网格共包含

6 540个单元，其中贴体网格和背景网格分别包含

2 000个单元和 4 540个单元，自适应后总单元数

为 7 092个。

图 15 跨声速无黏翼型附近网格局部视图

Fig.15 Enlarged view of the computational grid near
transonic inviscid airfoil

图 16为自适应前后误差函数分布图。从图

15和图 16可以看出，在激波附近区域误差函数较

大，而远离激波区域误差函数充分小，并且在误差

函数较大的区域贴体网格和背景网格都进行了自

动加密。

图 17为自适应前后压力 p的等值线图，可以

看到自适应前由于网格尺度较大导致激波捕捉地

较厚，而自适应后在激波附近贴体网格和背景网

格都进行了自动加密，激波厚度大幅减小，激波分

辨率显著提高，压力等值线也更集中在间断面。

图 18为自适应前后物面压力系数的负值

-C p与实验值（Exp.）[35]的对比，可以看到自适应

之前的计算结果除了在激波附近与实验值略有差

距外，在其他位置都符合得较好，而自适应之后由

于激波捕捉得更准确，激波附近的计算结果也与

实验值保持一致。图 19为残差随迭代步数的变

化曲线，可以看到自适应前后都能达到收敛。

图 16 跨声速无黏翼型误差函数分布

Fig.16 Distribution of error function of transonic
inviscid airfoil
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3 结 论

本文实现了 IPDG方法框架内的嵌套网格技

术开发。由此求解了二维可压缩N‑S方程。另外

在嵌套网格中应用了 h型网格自适应技术以提高

激波分辨率。可以得到以下结论：

1）库埃特流动计算结果表明该方法达到了

设计精度。本文还对包括定常和非定常圆柱绕流

以及翼型绕流在内的黏性问题开展了数值模拟。

计算结果均与参考值吻合，并且所计算定常问题

都能在较少的 Newton迭代步内达到收敛，证明

了方法的可靠性以及具有较好的收敛性。

2）本文在无黏跨声速 NACA0012翼型绕流

算例中应用了 h型网格自适应技术，自适应之后

的单元数相比无自适应时只增加了 8.4%，但是激

波分辨率得到了显著提高，激波附近的计算结果

也与实验值符合得更好。证明了在嵌套网格中应

用自适应网格技术的可行性和有效性。

下一步拟将现有的工作推广到三维问题以及

非结构网格中，为嵌套网格和 IPDG方法相结合

解决工程实际问题奠定了基础。
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